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前 言 

 
三自由度直升机系统（简称直升机）由基座、平衡杆、平衡块和螺旋桨等部分组成。平衡杆以基座为支点， 

进行俯仰和转动动作。螺旋桨和平衡块分别安装在平衡杆的两端。螺旋桨旋转产生的升力可以使平衡杆以基座 为

支点做俯仰运动，利用两个螺旋桨的速度差可以使平衡杆以基座为轴做偏航运动。平衡杆的俯仰、滚动、偏 航方

向分别安装了编码器用以测量平衡杆俯仰、滚动、偏航角度数据。两个螺旋桨分别由两个直流无刷电机 驱动，

为直升机提供动力。通过调节安装在平衡杆另一测的平衡块可以改变螺旋桨电机的出力大小。安装在基 座的集电

环保证了系统本体和电控箱之间的信号传送，不受直升机转动的影响。如下图所示： 

 

 

直升机是二输入三输出的系统。二输入为：两个电机的电压；三输出为：俯仰角、滚动角、偏航角。 

由于滚动运动和偏航运动相互耦合，所以可以选用三轴 PID 控制，或者俯仰、滚动方向采用 LQR 线性二 

次型最优控制，偏航方向采用 PID 控制的方法。本实验指导书采用上述方法设计了两个实验，通过本设备， 

学生可以学习 LQR 调节器的设计和实现，PID 控制，非线性控制等方法，并通过对比分析影响系统性能指标 

提高的因素。 

在您开始实验之前，请先认真阅读《三自由度直升机系统用户手册》。 

滚动角度传感器 

俯仰角度传感器 

平衡块 

偏航角度传感器 

集电环 
螺旋桨电机 1 

螺旋桨电机 2 
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第一章 机理法建立三自由度直升机的数学模型 

 

一、动力学数学模型 

1、 建立三维坐标系 根据系统的特点分为三个轴（自由度）来分

别建模。 

A、俯仰方向： 
 

F1+F2 
 

 

 
 

mh 
mb 

 

G 
 

 
由上图可知，俯仰轴的转矩是由两个螺旋桨电机产生的升力 F1 和 F2。故螺旋桨的升力 Fh＝ F1＋F2。

当升力 Fh 大于重力 G 时，直升机上升；反之直升机下降。调整平衡块的位置可以改变 G 的大小。现假定直 

升机悬在中处于平衡状态，俯仰角为零，就可得到下列等式: 

J e𝜀̈  L1 Fh   L1G  L1 (F1   F2 )  L1G 

J e𝜀̈  L1 K c (V1   V2 )  Tg 

 

其中，J 是俯仰方向转动惯量： 2 2

1 2e h bJ m L m L    

V1  和 V2  是两个电机的电压，它们产生升力 F1  和 F2 ； 

Kc 螺旋桨电机的升力常数； 

L1 是支点到电机的距离； 

L2  是支点到平衡块的距离； 

Tg 是由俯仰轴 G 产生的有效重力矩：Tg  mh gL1 mb gL2 

mh 和 mb  则分别是直升机螺旋桨部分和平衡块的质量； 

𝜀̈是俯仰轴的俯仰加速度。 

B、滚动方向： 

 

F1 F2 

Lp 
 

 

 

 

 
 

由上图可知，滚动方向由两个螺旋桨产生的升力差控制，如果 F1 产生的升力大于 F2 产生的升力，螺 

旋桨本体就会产生倾斜，这样就会生一个侧向力使直升机围绕基座旋转。 

J p P  
F1 Lp  F2 Lp 

J p P Kc Lp (V1  V2 ) 
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J p 是滚动方向的转动惯量； 

Lp 是滚动轴到电机的距离； 

P 是滚动方向角加速度。 

C、偏航方向 

 

偏航方向的动力来源是螺旋桨滚动轴倾斜时产生的水平方向分力。并且对于比较小的滚动角，垂直方向 

的分立需要使直升机在垂直方向上保持平衡。 

两个螺旋桨合力的水平分量会在偏航方向产生一个力矩，由这个力产生偏航方向的加速度。如下图所示： 
 

F1 

Fg 

F2 
滚动角 

 

 

 
 

偏航角 

 

L1 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

其动力学方程如下： 

 
r 是偏航角加速度 

 

Jt r (F1  F2 )sin( p)L1  Kc (V1  V2 ) sin( p)L1 

p 是滚动角，由于 p 很小， sin( p)  p 
 

二、系统分析 

 

偏航角加速度是滚动角的正弦值和电机输入电压乘积，二者耦合，难以解耦。因此偏航方向的控制器设 

计可以采用 PID 控制器，凑试法确定参数。 

俯仰角加速度和滚动角加速度都两个电机电压的函数，可以采用 PID、LQR 控制方法设计控制器。 

实际系统的微分方程如下式所示： 

1 2

2 1

1 2

1.38( )

3.03 3.03 0.48( )

1.38( )

V V

P P P V V

r V V p

  


    
  

 

由于直升机系统非线性严重，上述方程是综合了机理法建模、非线性分析和系统辨识的模型后得

出的近 似模型，供用户参考 
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PI 控制器 被控对象 

— 

D 控制器 

第二章 PID 控制器设计和实现 

 

一、PID 控制器简介 

PID 的控制算法有很多，不同的算法各有其针对性。图 2.1、图 2.2、图 2.3 给出了三种不同的算法。 在模

拟控制系统中，控制器最常用的控制规律是 PID 控制。模拟 PID 控制系统原理框图如图 5.1 所示。 
系统由模拟 PID 控制器和被控对象组成。 

 

图 2.1  模拟 PID 控制系统原理框图 

U C 

 

 

 

 

 

 

 

 
                      U                                                                                                         C 

图 2.2  微分先行 PID 控制原理图 

 

 

图 2.3 伪 PID 控制原理图 

PID 控制器是一种线性控制器，它根据给定值 r(t) 与实际输出值 y(t) 构成控制偏差 e(t) 

e(t) r(t) y(t )                                                                                                                                                                                                                                              （2.1）  

将偏差的比例（P）、积分（I）和微分（D）通过线性组合构成控制量，对被控对象进行控制，故称 PID 

控制器。其控制规律为 

                                                                     

I 控制器 被控对象 

— 

PD 控制器 

 

比例 

被控对象 

 

积分 

U C 

— 

 

微分 
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1.38 

s 2 PID 

                                                                                              

                                
0

1 ( )
( ) [ ( ) ]

t

p D

I

de t
u t K e t dt T

T dt
                                （2.2）                                                              

     

写成传递函数的形式：          
( ) 1

( ) 1
( )

p D

I

U s
G s K T s

E s T s

 
    

 
                                 （2.3） 

式中： KP ——比例系数； TI ——积分时间常数；TD ——微分时间常数。  

在控制系统设计和仿真中，也将传递函数写成： 
2

1( )
( )

( )

I D P
p D

K K s K s KU s
G s K K s

E s s s

 
                                    （2.4） 

式中： KP ——比例系数； KI ——积分系数； KD ——微分系数。上式从根轨迹角度看，相当于给系统 

增加了一个位于原点的极点和两个位置可变的零点。 

简单说来，PID 控制器各校正环节的作用如下： 

A、比例环节：成比例地反映控制系统的偏差信号 e(t) ，偏差一旦产生，控制器立即产生控制作用，以 

减少偏差。 

B、积分环节：主要用于消除稳态误差，提高系统的型别。积分作用的强弱取决于积分时间常数 TI ，TI 越

大，积分作用越弱，反之则越强。 

C、微分环节：反映偏差信号的变化趋势（变化速率），并能在偏差信号值变得太大之前，在系统中引入 

一个有效的早期修正信号，从而加快系统的动作速度，减小调节时间。 

 

二、PID 控制器设计、仿真和实现 
 

1、俯仰通道 PID 控制器设计 A、凑试法整
定 PID 参数 设俯仰通道系统的结构图如下
图示： 

 

R(s) E (s) C (s) 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

在 Simulink 中打开 PID 仿真程序“Simulink_PID.slx”，如下图示： 
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当 PID 参数为下述数值时： 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

加入 0.3rad 的阶跃输入，阶跃响应曲线如下图示 
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调节时间约 60 秒，超调量约 43%。 

B、俯仰通道阶跃响应测试 

打开 H3Dof_P_Step.slx，如下图示： 

 
 

Step 中加入 0.3rad 的阶跃响应，系统响应曲线如下图示： 
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0.48 

s 
2 
3.03s 3.03 

PID 

 

 

调节时间约 15 秒，超调量约 26.7%。 

2、 滚动通道 PID 控制器设计  

A、凑试法整定 PID 参数 设滚动通

道系统的结构如下图示： 
 

R(s) E (s) C (s) 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

在 Simulink 中打开仿真程序“Simulink_PID_E.slx”文件，如下图示： 
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PID 参数取值如下： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

加入 0.3rad 的激励，阶跃响应曲线如下图所示： 
 

 

 

调节时间约为 4 秒，超调量为 0 B、滚动通道阶

跃响应测试 打开文件：H3Dof_E_Step.slx，如下

图示 
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Step 中加入 0.3rad 的阶跃激励，系统响应如下图所示： 
 

 

 

调节时间约 5 秒，超调量为 0，稳态误差为 3%。  

 

3、 偏航通道 PID 控制器设计 

P 为滚动通道的角度， 0.35 p 0.35 ，P 的角度直接影响偏航方向的分力，影响偏航角度，因此通 

过改变滚动角度也可以改变偏航角。将偏航角经 PID 校正后，改变滚动角度，当偏航角达到目标位置之后， 

PID 输出为 0，进而保持原来的滚动角。 

实际测试系统如下，打开“H3Dof_T_Step.slx” 
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此时偏航角度的 PID 参数如下 
 

 

 

Step 中加入 1rad 的阶跃激励，阶跃响应曲线如下图示： 
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调节时间约 35 秒，超调量 79%，稳态误差：35%。 

三、小结 

从上述实验结果可以看出，系统的数学模型差异较大，由于三个轴分别设计 PID 控制器，因此动态性能 

难以兼顾，尤其是偏航通道，动态性能更差。其原因是偏航通道的 PID 校正后输出滚动角度，其角度需要滚 

动通道快速跟踪上。因为滚动通道已经很慢，所以偏航通道必须更慢，否则容易不稳定。 
由于俯仰通道和滚动通道是二输入单输出模型，因此可以用 LQR 控制，而偏航通道的输出除了与两个电 

机的转速有关外还与滚动角度有关，而且转速和滚动角度耦合一起，难以解耦，所以采用 PID 校正设计偏航 

通道控制器。通过提高俯仰通道和滚动通道的响应速度，进而提高偏航通道的性能。 
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第三章 LQR 调节器的设计和实现 

一、线性二次型最优调节器 

线性二次型（LQ—Linear Quadratic）是指系统的状态方程是线性的，指标函数是状态变量和控制变量 

的二次型。线性二次型控制理论已成为反馈系统设计的一种重要工具，广泛适用于 MIMO 系统。其特点是 

为多变量反馈系统的设计提供了一种有效的分析方法，可以适应于时变系统，可以处理扰动信号和测量噪 

声问题，可以处理有限和无限的时间区间，设计的闭环系统具有良好的稳定裕度。 

A、LQR 线性二次型最优调节器的原理 

考虑系统的状态方程如式(2-8)、（2-9）所示，找一状态反馈控制律 

                                   u Kx                                               

使得如下性能指标最小 

0

1 1
( ) ( )

2 2

T
T T T

x f fJ f x Q u Ru dt x t Mx t                                       

           

其中 Q 、 M 是半正定矩阵， R 是正定矩阵，Q 、 M 分别是对状态变量和输入向量的加权矩阵， x 是 n 维状

态变量， u 是 m 维输入变量，终端时间 
t 

f 固定，终端状态 
x(t 

f 
) 
自由。要使性能函数 J 最小，则可 首先构

造一个 Hamilton 函数 

 
1

2

T T TH x Qx u Ru Ax Bu        

当输入信号不受约束时，则可对 Hamilton 函数进行求导并令其值为 0，求出最小值 

 

0TH
Ru B

u



   



从而得到最优控制信号 

                                
1 Tu R B                                                

可由下式求出   

                                       Px    

 

                                                  

                                                                                                                                                

P 可由 Riccati 方程求出 

 
 

当 
t f 

P PAA
T 
P PBR

1
B

T 
P Q 

 


时， P 趋近于一个常值矩阵，且 P 0 ，因此，上式给出的 Riccati 方程就简化为 

 

 PA AT P PBR 1 BT P Q  0 
 

LQR 问题的解是一个全状态反馈调节器，有非常好的鲁棒性能。它可以通过适当选取权矩阵 Q 和 R ， 

在控制信号能量和输出性能之间进行调节。 

利用 MATLAB 的 LQR 函数可以很方便、准确地求出 LQR 的解—— K 阵。 



13  

 
B、LQR 线性二次型最优调节器的计算 

LQR 线性二次型最优调节器通过选取权矩阵 Q 和 R 使求解的全状态反馈阵 K 与系统的性能指标联系 

起来。其实质是设计最优的全状态反馈阵。从而比全状态反馈调节器更易设计出性能鲁棒性更强的控制系 

统
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二、LQR 调节器的仿真和实现  

1、俯仰通道和滚动通道 LQR 仿真，m 文件如下 

clear; 

clc; 
 

A=[ 0 1 0 0 ; 

0 0 0 0 ; 

0 0 0 1 ; 

0 0  -3.03 -3.03 ] 

B=[ 0 0 ; 

1.38 1.38 ; 

0 0 ; 

-0.48 0.48 ] 

 

C=[ 1 0 0 0 ; 

0 1 0 0 ; 

0 0 1 0 ; 

0 0 0 1 ] 

 

D=[ 0 0 ; 

0 0 ; 

0 0 ; 

0 0 ] 
 

Q11=50;Q22=10;Q33=5; Q44=1; 

Q=[Q11 0 0 0 ; 

0 Q22 0 0 ; 

0 0 Q33 0 ; 

0 0 0 Q44 ]; 
 

R = [1 0 

0 1]; 
 

K = lqr(A,B,Q,R) 

Ac=(A-B*K); Bc=B; 

Cc=C; 

Dc=D; 

sys=ss(Ac,Bc,Cc,Dc); step(sys) 

grid; 

仿真曲线如下图所示： 
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从图中可以看出，俯仰通道的调节时间约 2 秒，滚动通道的调节时间约 2.5 秒。俯仰通道和滚动通道的性 

能得以提高。 

求得， 
 

K=【 5.0000 2.9365 -0.3739 -0.1965 

 5.0000 2.9365 0.3739 0.1965】 

2、系统阶跃响应测试： 

打开文件：H3_EPT_State.slx，如下图示 
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LQR Control1 的参数如下图所示： 
 

 

LRQ Controll2  的参数如下图所示： 
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在俯仰通道上加 0.3rad 阶跃激励，阶跃响应如下图所示： 
 

 

调节时间约 2 秒，超调量为 0，稳态值 0.1rad。 滚动通道加

入 0.5rad 的阶跃激励，阶跃响应曲线如下图示： 
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调节时间约 2.2 秒，超调量约 18%，稳态值 0.16rad 

偏航通道 PID 参数如下： 
 

 

偏航通道加入阶跃激励 1rad，阶跃响应曲线如下图示： 
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调节时间 38 秒，超调量 12%，稳态值 1rad 

三、小结 

LQR+PID 控制的效果明显比纯粹的 PID 校正效果好。主要原因是应用现代控制理论完成多入多出系 

统设计，偏航通道采用 PID 补偿。由于滚动通道的动态特性明显变好，因此偏航通道的动态特性也有所提 

高。系统鲁棒性更强。 

通过改变 PID 参数，偏航通道的性能还可以进一步提高。 

四、系统性误差分析 

从实测的阶跃响应曲线可以看出，系统的实际性能指标和仿真的性能指标有差异，产生误差的原因主 

要有以下几点： 

1、输入电压和力之间不一定是线性关系； 

2、高速旋转时螺旋桨变形造成力偏差； 

3、系统三个姿态角不可能处于绝对的水平零度，各个姿态角运动时会有干涉。 

4、通过实际系统响应修正数学模型，可以进一步提高系统的控制效果。 

 

五、注意事项 

不要改变安装尺寸，否则影响控制效果。 


